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1. Définitions et propriétés
Définition
Une fonction polynéme est une fonction définie sur R qui peut s’écrire sous la forme :
X P Apx™ + a1 x4+ -+ agx +ag
Ou n est un entier naturel et ay, a4, ..., a, sont des nombres réels.
Dans ce chapitre, on dira « polynéme » pour « fonction polynéme ».

aoy, a4, ..., A, Sont appelés les coefficients du polynéme.

a, est le terme constant
a, est le coefficients de x
a, est le coefficients de x?

a,, est le coefficients de x™

Soit un polynéme x ~ a,x" + a,_x""* + -+ a;x + a, avec a,, # 0.
Alors, le degré de ce polyndme est égal a n.

Le degré du polyndbme x — 0 est égal a —oo.

On appelle ce polynéme, le polynéme nul.

Exercice 1

Donner le degré du polyndme et la valeur de ses coefficients.
a) x—3x2—1x+4
b) x »3x—4
c) x»5
d x— —5x7—2x*—6x+3
e) x - 2x°
) x»0

Solution de ’exercice 1

a) degré=2,a,=3,a, =—-1,a,=4%
b) degré =1,a, =3,a, = —4
c) degré =0,a,=>5
Remarque : c’est un monome de degré 0
d) degré =7,a;, =—-5,a=as=0,a,=-2,a3=a,=0,a, =—6,a, =3
e) degré =5,a; =2
Remarque : c’est un mondéme de degré 5
f) degré =—
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Théoréme

Soit un polynéme x — a,x™ + a,_;x"" 1 + -+ a;x + a,.
Ona:
Vx ER apx™ + ap_x" 1+ +a;x+ay,=0
ssi
ap,=0a,_1="-=a; =ay=0.
Proof
<: trivial.
=: on admet cette implication.
c.g.f.d.

Théoréme

Deux polynémes sont égaux ssi ils ont les méme coefficients.
Proof

=

fx) =apx™+ ap_x™ 1+ -+ ax + a

gx) =ax" +ap_x" 1+ -+ ax+aq

fxX)—gx) =0x"+0x"1+--+0x+0=0

vx R, f(x) = g(x)

=

Vx €R, f(x) = g(x)

VxER,f(x)—gx) =0

fx) =apx™+ a1 x™ 1+ + ayx + a

g(x) =b,x™ + by_1x" 1+ -+ byx + by

f(x) = g(x) = (an — bp)x™ + (an_q — by_)x™ ' + -+ (a; — by)x + (ag — by)

an — by =an_q4 —bp_y =-=ay—by =ay—by =0
an S le et an_l == bn_1 et...et a1 == bl et ao = bo
c.g.f.d.
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Définition
Pour tout réel a et polynéme f :
a est racine de f SSi f(a)=0.

Définition
Pour tout réel a et polynéme f :
f est factorisable (ou divisible) par (x — a)

ssi
il existe un polynéme g tel que pour tout réel x, f(x) = (x — a)g(x).

Théoréme

Pour tout réel a et polynéme f :

fla)=0 ssi f est factorisable par (x — a).
Proof
=
f est factorisable par (x — a)
f(x) = (x — a)g(x) pour un certain g
fl@=(a-a)g(a) =0

=
Prouvons que pour tout entier naturel n > 1, x™ — a™ est factorisable par x — a.
(x—a)xE™ 1 +ax™ 2+ +a"2x +a )

=" +axv 1+ +a"2x2 +av %) — (ax" L+ a2 x" 2+ -+ ¥ lx + a®)
=x"—qa"

Prouvons que pour tout réel a, tout polynéme f,

il existe un polyndme g tel que f(x) = (x — a)g(x) + f(a) pour tout réel x.

f(x) = bpyx™ + by x™ 1 + -+ byx? + byx + b,

f(a) = b,a™ + b,_ja™* + -+ b,a® + bya + b,

f(x) = f(a) = by(x™ —a™) + by (x"" ' —a™ 1) + - + b (x* — a®) + by (x — a)

f(x) = f(a) = bp(x — A)gn(x) + by (x — A)Gn_1(x) + -+ by(x — @) g, (x) + by (x — a)
ol gn, 9n-1- ---» 92 Sont des polyndmes

f(x) = (x = a)(bpgn(x) + by_19n-1(x) + =+ + byg,(x) + by) + f(a)
fx)=x—-—a)gx) + f(a)

f(x) = (x —a)g(x) + f(a) pour un certain polynéme g

fl@=0
f(x) = (x —a)g(x) pour un certain polynéme g
c.g.f.d.
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2. Factoriser par x — a
Exercice 1
f est le polynéme défini par f(x) = —2x* + 6x% + 6x — 4. Apreés avoir vérifié que 2 est une racine
de f, factorisez f par (x — 2).
Solution de I’exercice 1
fl)=(x—2)(—2x3 —4x? — 2x + 2)
Solution détaillée de I’exercice 1

Vérifions que 2 est une racine de f.
f2) =-22*+6(12)*+6(2)—4
=-32+24+12—-4

=0
Donc, 2 est une racine du polyndme f.

Factorisons f par (x — 2) par la division euclidienne.

—2x*+6x*+6x—4 |x —2
—(—2x* + 4x3) |-=memmmme e

—4x3 + 6x2 + 6x — 4 |
—(—4x> + 8x2) |

—2x%2+6x—4 |
—(—2x% + 4x) |

—2x*+6x2+6x—4 s X
=—-2x° —4x“—2x+2

x—2
—2x*+6x2+6x—4=(x—2)(—2x3%—4x*>—-2x+2)
f(x)=(x—2)(—2x3 —4x? - 2x + 2)
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Factorisons f par (x — 2) par identification des coefficients.
f(x) =@ —-2)(ax®+bx?*+cx+d)
= ax* 4+ bx® + cx? + dx — 2ax® — 2bx? — 2cx — 2d
=ax*+ (b—-2a)x3+ (c —2b)x* + (d — 2¢)x — 2d
f(x) = —2x*+ 6x% + 6x — 4
Par identification des coefficients :

a=-—2

b—2a=0

c—2b=6

d—2c=6

—2d = —4

Donc, b=2a=2(-2)=—-4

c=6+2b=6+2(—4)=-2
d=2.

fx) =(@x—2)(—2x3—4x?>—-2x+2)
Factorisons f par (x — 2) par la méthode de Horner.
|=2 1 0 | 6 | 6 |—4

fx) =(@x—2)(—2x3—4x?>—-2x+2)
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3. Les fonctions affines
Exercice 1
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Solution de I’exercice 1
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4. Les polynémes du second degré

Exercice 1
PARTIE A

Compléter le tableau ci-dessous.

fx)=ax*+bx+c

Calculer A= b? — 4ac.

Calculer les racines :

—b+VA -b—VA .
1= +‘/—etxz= \/_SIA>0
2a 2a

X1 = Xy :;—ZsiA:O
II'n’y a pas de racine si A< 0 .

Factoriser f :

fx) =alx—x)(x—x,)siA>0
f(x) =a(x—x)?%siA=0

f n’est pas factorisable si A< 0.

fx)=2x2-x—-1

f(x)=-2x2—3x+9

f)=x?+x+1

f)=—x*+x—-1

flx)=4x*+4x+1

fx)=-9%*+6x—1
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PARTIE B

Associer chaque fonction a sa courbe. Ensuite, associer chaque courbe a son tableau de signe. Justifier.
Remarque : les fonctions sont les méme qu’a la partie A.
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Solution de ’exercice 1
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PARTIE A
=2x%2— x — = — _z 1
fx)=2x*—x-1 A=9 X =Tletx, =— f(x):z(x—l)(x+z)
= —2x2— = 3 — 3
f(x) 2x%*— 3x+9 A= 81 X, =;etx; = -3 flx) = —2(x —z)(x +3)
f)=x>+x+1 A= -3 Il n’y a pas de racine. f n’est pas factorisable.
flx)=—-x24+x-1 A= -3 Il n’y a pas de racine. f n’est pas factorisable.
f) =4x>F4x+1 A=0 -1 N2
= f(x)=4(x+§)
flx)=-9x?+6x—-1 A=0 1 N2
x1—§ f(x)=_9<x_§)
PARTIE B
a b d e
a=2>0 a=-2<0 >0 a=-1<0 =4>0 a=-9<0
2car{ A> 0 5car{ AS 0 1car{ 0 4car{ A< 0 3car{ A= 0 6car{ A= 0
¢ y a € B
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Exercice 2 (a faire avec le professeur)

e Calculerle A def.

e Dessiner un schémade f .

e C(Calculer les racines de f.

e Factoriser f .

e Dresser le tableau de signe de f.

a) f(x)=6x%—14x—2

b) f(x) =—-2x%+12x — 18
) f(x) =2x2+x+3

d) f(x)=-2x2-3x+5
e) f(x) =4x?+4x+1

f) f(x) =-5x2—-2x—1

Exercice 3 (a faire avec le professeur)

e Dessiner un schémade f .
e Déterminer les racines de f.
e Dresser le tableau de signe de f.

a) f(x) =4x-5
b) f(x) =10
c) fx)=—-3x+7
d f(x)=-8
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5. Résolutions d’équations et inéquations avec des polyndémes
Exercice 1

Soit f la fonction polyndme définie par f(x) = —3x3 + 19x2 — 30x + 8.

1)
2)
3)
4)

5)
6)
7)

Calculer £(2). Que peut-on en déduire ?

Calculer f(—1). Que peut-on en déduire ?

Factoriser f au maximum.

Développer la forme factorisée de f obtenue ci-dessus pour vérifier qu’elle est égale a la forme
non factorisee.

Déduire de 3) les solutions de I’équation f(x) = 0.

Dresser le tableau du signe de f.

Déduire les solutions de I’inéquation f(x) > 0.

Exercice 2

Soit f la fonction polyndme définie par f(x) = 2x* — 3x3 + 3x — 2.

1)
2)
3)
4)

5)
6)
7)

Calculer f£(1). Que peut-on en déduire ?

Calculer f(—1). Que peut-on en déduire ?

Factoriser f au maximum.

Développer la forme factorisée de f obtenue ci-dessus pour vérifier qu’elle est égale a la forme
non factorisée.

Déduire de 3) les solutions de 1’équation f(x) = 0.

Dresser le tableau du signe de f.

Déduire les solutions de I’inéquation f(x) < 0.

Exercice 3

Soit f la fonction polyndéme définie par f(x) = —x3 + 4x2 + 3x — 18.

1)
2)
3)
4)

5)
6)
7)

Calculer f£(1). Que peut-on en déduire ?

Calculer f(—2). Que peut-on en déduire ?

Factoriser f au maximum.

Développer la forme factorisée de f obtenue ci-dessus pour vérifier qu’elle est égale a la forme
non factorisee.

Déduire de 3) les solutions de I’équation f(x) = 0.

Dresser le tableau du signe de f.

Déduire les solutions de I’inéquation f(x) < 0.
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Exercice 4

Soit f la fonction polyndme définie par f(x) = 2x3 + 12x2 + 24x + 18.

1)
2)
3)
4)

5)
6)
7)

Calculer f(—3). Que peut-on en déduire ?

Calculer f(—1). Que peut-on en déduire ?

Factoriser f au maximum.

Développer la forme factorisée de f obtenue ci-dessus pour vérifier qu’elle est égale a la forme
non factorisée.

Déduire de 3) les solutions de I’équation f(x) = 0.

Dresser le tableau du signe de f.

Déduire les solutions de I’inéquation f(x) < 0.

Exercice 5

Soit f la fonction polyndme définie par f(x) = 8x3 — 18x% + x + 6.

1)
2)
3)
4)

5)
6)
7)

Calculer f£(1). Que peut-on en déduire ?

Calculer £(2). Que peut-on en déduire ?

Factoriser f au maximum.

Développer la forme factorisée de f obtenue ci-dessus pour vérifier qu’elle est égale a la forme
non factorisée.

Déduire de 3) les solutions de I’équation f(x) = 0.

Dresser le tableau du signe de f.

Déduire les solutions de I’inéquation f(x) = 0.

Exercice 6

Soit f la fonction polyndme définie par f(x) = —4x3 + 24x? — 45x + 25.

1)
2)
3)
4)

5)

6)
7)

15)S =

Calculer f(—2). Que peut-on en déduire ?

Calculer f£(1). Que peut-on en déduire ?

Factoriser f au maximum.

Développer la forme factorisée de f obtenue ci-dessus pour vérifier qu’elle est égale a la forme
non factorisee.

Déduire de 3) les solutions de I’équation f(x) = 0.

Dresser le tableau du signe de f.

Déduire les solutions de 1’inéquation f(x) = 0.

Solutions

{g,- 2;4} 17)S = ]—oo,é[ Ul2;4[ 25) S ={-1;1}27) S = [~1;1] 3.5)S ={-2;3}3.7) S =]-2;3[U13; +oo[ 4.5) S = {—3}4.7)

§=1-0;-3155) S = {-3;3;2}57) s = [~ 3;3| U [2: +0[ 65) = {1;5} 6.7) s = -0 1] U F}.

12
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6. Fonctions rationnelles

Exercice 1

Soit P la fonction polyndme définie par P(x) = —4x3 — 19x% + 29x — 6.

Soit Q la fonction polyndme définie par Q(x) = —3x* — 6x3 + 3x + 6.

Soit f la fonction rationnelle définie par PG

Q(x)
On admet que :
e Px)=—-4x—-1)(x+6) (x — i)
e Q(x)=(x—-1)(x+2)(—3x*—-3x—3)
e LeAde —3x? — 3x — 3 est strictement négatif.
a) Résoudre I’équation Q(x) = 0.

b) En déduire Dy, le domaine de définition de f.
(x+6)(1—4x)
—3(x2+x+1)(x+2)

d) Déduire les solutions de I’inéquation f(x) = 0.

¢) Montrez que pour tout x € Dy, f(x) =

Solution de I’exercice 1
a) S={1,-2}
b) Dy =R-{1,-2}
d) 5:[—6,'—2[UE;1[U]1;+00[
Exercice 2

Soit P la fonction polynéme définie par P(x) = 3x3 — 5x% — 26x — 8.

Soit Q la fonction polyndme définie par Q(x) = —4x3 + 12x2 + 15x + 4.

Soit f la fonction rationnelle définie par %.

On admet que :
¢ P(X) = 3(x+§)(x—4)(x+2)
e Q(x)=—-(2x+1)*x—-4)

a) Résoudre I’équation Q(x) = 0.

b) En déduire Dy, le domaine de définition de f.

(Bx+1)(x+2)
—-(2x+1)2

d) Deéduire les solutions de I’inéquation f(x) < 0.

¢) Montrez que pour tout x € Dy, f(x) =

Solution de ’exercice 2
a) S= {_714}
b) D, = R—{_Tl,él}
) §=]-00;=2]U [ 4] Ul4;+oo
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7. Polynémes du type ax* + bx? + ¢
Exercice 1 (facultatif)
Factoriser la fonction polynéme f au maximum.
a) f(x)=x*—3x%2—-4
b) f(x) =x*—-8x2-9
c) f(x)=x*—13x%+36
d f(x)=-3x*+2x2+1

Solutions de I’exercice 1
a) f)=x-2)(x+2)(x%2+1)
b) f(x)=(x—3)(x+3)(x?+1)
) f)=(x—-2)(x+2)(x—3)(x+3)
d f(x)=(-3x2-1D(x-D(x+1)
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8. Déterminer les coefficients d’un polynémes

Exercice 1 (facultatif)

Soit P(x) = ax* + bx® + cx? +dx + eola, b, c, d et e sont des réels.

Ona: le terme constant de P est 2
il n’y a pas de monome de degré 3

P(1) = -1
P(-1) =9
P(-2) = —4

Déterminer les coefficients de P.
Solution de I’exercice 1

P(x) = —2x*+4x2 —5x+2
Exercice 2 (facultatif)

Soit P(x) = ax* + bx3 + cx? + dx + e ol a, b, c, d et e sont des réels.

On a: le terme constant de P est —8
il n’y a pas de mondme de degré 2

P(1) = —4
P(-1) = -8
P(-2) = 26

Déterminer les coefficients de P.
Solution de ’exercice 2
P(x)=2x*—x3+3x—8
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Solution détaillée de I’exercice 1

P(x) =ax*+cx?>+dx+2
P(1)=-1
a(D*+c(1)?+d(1)+2=-1
a+c+d=-3
P(-1)=9
a(-D*+c(-1)?+d(-1)+2=9
at+c—d=7
P(-2) =—4
a(=2)*+c(-2)?+d(-2)+2=—-4
16a + 4c—2d = -6
8a+2c—d=-3
a+c+d=-3 (D
atc—d=7 (2)
8a+2c—d=-3 (3)
M+@2): a+c+d+(a+c—d)=-3+7
2a+2c=4
at+c=2
a=2-c (4)
M-@)y a+c+d—-(a+c—-d)y=-3-7

2d = —-10
d=-5
Remplagons a et d dans (3) : 8a+2c—d=-3
8(2—c)+2c—(-5)=-3
16 —8c+2c+5=-3
21 —6c=-3
—6c = —24
c=4.
Remplagons ¢ dans (4) : a=2-c
a=2-4
a=-2

P(x) = —2x*+4x2 —5x+2
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